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1 Einleitung

Die gebriuchlichste Visualisierung geordumlicher Sachverhalte erfolgt durch topographische und thema-
tische Karten. Sie sind Grundlage fiir die stiddte- und naturrdumliche Planung, unterstiitzen die Vermitt-
lung von geographischem Wissen und spielen ebenso im Tourismus eine bedeutende Rolle. Insbesondere
haben topographische Karten die Aufgabe, die Realitit moglichst exakt und umfassend darzustellen, um
die oben genannten Funktionen zu erfiillen. Ein wichtiger Aspekt ist dabei der Widerspruch zwischen
der Menge des darzustellenden Inhalts und dem Bestreben, diesen Inhalt so zu strukturieren und zu vi-

sualisieren, daf}3 der Betrachter die Sachverhalte schnell erfaf3t.

Die Suche eines Mittelweges zwischen diesen beiden kontriren kartographischen Zielstellungen wird
als Generalisierung bezeichnet (vgl. [Bollmann und Koch, 2002]). Die Generalisierung ist sowohl bei
der kartographischen Abbildung der Realitit, als auch bei der Ableitung von Karten kleiner und mittlerer
MaBstiibe aus Karten groBer MaBstabsbereiche unumginglich. Die Ubertragung aller Informationen von
der Realitét in das kartographische Abbild, bzw. von der groBmaBstidbigen in die kleinmafstibige Karte,
ist einerseits nicht erwiinscht und ist andererseits aufgrund der geometrischen Mindestdarstellungsgrof3e
von Kartenobjekten nicht méglich. Die Einhaltung der MindestdarstellungsgroBe ist erforderlich, um die
Lesbarkeit der Karte zu gewihrleisten.

Die Generalisierung mull demzufolge Auswahlprozesse (1) und VergréBerungsprozesse (2) enthalten.
Zudem ist die Vereinfachung der Objektform (3) fiir eine bessere Interpretier- und Lesbarkeit wichtig,
wobei charakteristische Merkmale, die der schnellen Erkennung zweckdienlich sind, hervorgehoben wer-
den sollen (4). Weitere Methoden sind das Zusammenfassen (5) und das Typifizieren von Objekten (6),
dem eine Umwandlung in zugehorige autoplausible Kartensignaturen (7) folgen kann. Die Prozesse (2),
(3) und (7) konnen aufgrund der erforderlichen Mindestdarstellungsdimensionen graphische Konflikte

hervorrufen, welche durch Verdringen (8) zu 16sen sind.

Die Methoden der Generalisierung gelten sowohl fiir analoge als auch digitale Karten. Wurde der Gene-
ralisierungsprozef3 frither von erfahrenen Kartographen vollzogen, so ist man heute bestrebt, die Gene-
ralisierung in der digitalen Kartographie zu automatisieren. Im Kontext der Entwicklung automatischer
Generalisierungsalgorithmen ist die Aufgabenstellung dieser Arbeit zu sehen. Speziell sollen Losun-
gen zur Formvereinfachung (Prozef} 3) von linienhaften Objekten wie Fliissen oder Straflen untersucht
werden (vgl. Abbildung 1.1). Die dabei zu betrachtenden Methoden sind zum einen die Gléttung mit Wa-
velets und zum anderen die Nutzung energieminimierender Verfahren. Unter den energieminimierenden
Verfahren werden hier zwei Arten von aktiven Splines verstanden, die als Snakes und Tangent-Angle-

Function-Snakes (Tafus) bezeichnet werden.



1 EINLEITUNG

Durch geeignete Modifikation der beiden Spline-Verfahren konnen charakteristische Objektmerkmale
(ProzeB3 4) erhalten werden. Das bedeutet, daf} starke Windungen und Knicke von Linienobjekten, die

als wichtige Bestandteile der Objektidentifikation betrachtet werden, bestehen bleiben.

Die Glittung als Prozel3 der Generalisierung darf nicht allein fiir sich betrachtet werden. Bei der Verklei-
nerung von digitalen Karten entstehen Verdriangungskonflikte. Bei gleichbleibenden SignaturgréBen fiir
die Objekte steht weniger Darstellungsraum zur Verfiigung, da mehr Objekte auf derselben Fliche abzu-
bilden sind. Betrachtet man Linienobjekte, dann kénnen durch die Glittung bestehende Konfliktsituatio-
nen aufgelost aber gleichzeitig auch neue Konflikte geschaffen werden. Die Konfliktbeseitigung resultiert
aus der detailirmeren Darstellung einer Linie, wihrend neue Verdringungssituationen durch die Uber-
lagerung benachbarter, geglitteter Linien oder durch den Erhalt charakteristischer Kurvenpunkte ent-
stehen. Es sollen deshalb Untersuchungen zur Glittung unter gleichzeitiger Losung von Verdrangungs-
situationen ein weiterer Bestandteil der Arbeit sein. Da der Ansatz der Energieminimierung universell

anwendbar ist, konnen zur Problemldsung ebenfalls Snakes und Tafus genutzt werden

Die Zielstellung der Diplomarbeit gliedert sich in mehrere Teile. Als wichtigste behandelte Themen
lassen sich die vergleichende Abschitzung von Glittungsparametern fiir Tafus und Wavelet-Filterung
sowie die Gegeniiberstellung der Liniengldttung zwischen Snakes und Tafus nennen. Es sind damit ins-
gesamt drei Glattungsverfahren zu betrachten und zu vergleichen. Die Untersuchungen zur Glattung mit
Wavelets bleiben hierbei auf die Filterung der Tangentenwinkelfunktion beschrinkt, so daf} die Glattung

der rechtwinkligen Koordinaten vernachléssigt wird.

Verkleinerung
(50 %)

—_—

Glattung l

Abbildung 1.1: Anwendung der Linienglittung bei der Ableitung kleinerer MaBstibe.
Die Glittung im rechten unteren Bild wurde mit Snakes durchgefiihrt.
(Daten: Dr. N. Prechtel, TU Dresden)



2 Beschreibung der Testdaten

Die in der Arbeit verwendeten Modelle der Filterung basieren auf gewissen Eigenschaften von Daten,
unter deren Voraussetzung es erst moglich ist, die gewlinschten Resultate zu prognostizieren. Im folgen-
den werden die Testdatensatze vorgestellt und Restriktionen in der mathematischen Beschreibung und

den stochastischen Eigenschaften genannt.

2.1 Datentyp und Anforderungen

Ausgangsbasis fiir die Arbeit sollen zweidimensionale Linien sein, die in Vektorform gegeben sind. Der
Linienvektor soll das diskretisierte Abbild einer stetigen natiirlichen Linie darstellen. Die natiirliche Linie
ist insofern durch ihre approximative Beschreibung als Polygonzug schon einer ersten Generalisierung

und Vereinfachung unterzogen worden.

Eine Kurve' in der Karte kann nach [Meier, 1971] und [Gottschalk, 1971] als Realisierung eines Zu-
fallsprozesses betrachtet werden. Fiir die Annahme eines stochastischen Modells auf Linien lassen sich
deren statistische Eigenschaften ermitteln und es konnen die Methoden der Signalverarbeitung ange-
wandt werden. Erst durch die Grundlage dieser Theorie 146t sich das Abtasttheorem und die Filterung
bzw. Glittung von Linien - mit den hier verwendeten Verfahren - in der rechnergestiitzten Kartographie
begriinden.

Damit aber die Kurve iiberhaupt als Realisierung eines Zufallsprozesses angesehen werden kann, muf}

diese spezielle Anforderungen erfiillen, die u.a. in [Meier und Keller, 1990] aufgefiihrt sind:

e Die Linie bzw. das Signal ist auf den betrachteten Abschnitten stetig und differenzierbar. Es wird

demnach eine stiickweise Differenzierbarkeit (“Glattheit“) vorausgesetzt.

e Das Signal muB stationdr sein. Stationaritit bedeutet, dafl die ersten beiden Momente, also Mittel-

wert und Varianz, fiir beliebige Stichproben konstante GréBen sind.

e SchlieBlich wird vorausgesetzt, da das Signal ergodisches Verhalten aufweist. Ergodizitit be-
schreibt die Eigenschaft eines Signals - als eine vorliegende Realisierung - bereits alle Informatio-

nen liber den Zufallsprozel3 zu enthalten.

Fiir die Diskretisierung der Kurve ergibt sich weiterhin die Forderung, dal beim Prozef der Diskretisie-
rung kein Informationsverlust entsteht. Dies soll mit der Einhaltung des Abtasttheorems gewéhrleistet

IDie Bezeichnung der Linie als Kurve scheint im mathematischen Kontext besser geeignet.

6



2 BESCHREIBUNG DER TESTDATEN

werden:

T

Ar < —. (2.1)

g
Dabei gibt w, die maximal zu erhaltende Kreisfrequenz der in den Frequenzbereich transformierten Li-
nie an und Ar die Tastweite.
Die Ergodizitit ist eine sogenannte Arbeitshypothese und mul3 vorausgesetzt werden, wenn nur eine
Realisierung (digitalisierte Linie) des Zufallsprozesses vorliegt. Stationaritidt und Differenzierbarkeit ei-

ner Linie sind hingegen zu priifen und gegebenenfalls herzustellen.

2.2 Linienreprasentation

Die Speicherung einer digitalisierten ebenen Kurve ist in der Parameterdarstellung tiblich:

_|x(@)
v(t) = L(f)] . 2.2)

Als Parameter ¢ gebriduchlich ist der Punktindex oder die Bogenlénge. Fiir das Glittungsverfahren mit
Tafus muB von dieser Darstellung auf die Beschreibung mittels Tangentenwinkelfunktion (TFW) iiberge-
gangen werden. Der Tangentenwinkel @(s) stellt eine der beiden Komponenten des begleitenden Zwei-
beins einer ebenen Kurve dar und ist der Winkel zwischen der Tangente im Kurvenpunkt und der x-Achse
(vgl. Abbildung 2.1).

Y a

S2
S1

0(s2)

\/

o)\ x

Abbildung 2.1: Begleitendes Zweibein und Tangentenwinkel ¢(s;).

Die Berechnung des Tangentenwinkels in Abhingigkeit von der Bogenlinge s erfolgt mit:

¢(s) := arctan i% . (2.3)
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Die Gleichungen zur Riicktransformation in die Parameterform lauten:

x(s) = x(s0) + /0 “cos (1) dt,

s 2.4)
3(5) =(s0)+ [ sino()dr.

Fiir ein konstantes Bogenstiick As ist neben der Linge des Bogenstiickes und den Anfangskoordinaten
x(s0) und y(so) nur der Vektor der Tangentenwinkel zur Beschreibung der Kurve notwendig.

Die Einfiihrung eines dquidistanten Punktabstandes As bietet noch weitere Vorteile: So vereinfachen
sich einige diskrete Rechnungen und die Herleitung der externen Energie bei den Tafus. Desweiteren
werden nach [Borkowski und Meier, 2001] Instabilitdten durch variable Punktabstinde bei der Lésung
des Tafus-Algorithmus vermieden.

Eine geforderte Signaleigenschaft ist die Stetigkeit (vgl. 2.1). Fiir die TWF ist diese nicht unbedingt
gewihrleistet, da der Wertebereich der Winkelfunktionen periodisch definiert ist. Somit kénnen Sprung-
stellen auftreten, welche unbedingt zu beseitigen sind, da eine Signalglittung zu groSen Winkeldnderun-
gen fiihrt. Diese wiirden bei der Riickrechnung mit Formel (2.4) die Linie zerstéren. Die Berechnung des
Tangentenwinkels muf3 daher in Relation zum vorhergehenden Winkel erfolgen. Die Abbildung 2.2 zeigt

eine solchermaflen berechnete TWF.

urspriingliche TWF
—»— modifizierte TWF

Abbildung 2.2: Tangentenwinkelfunktion einer Linie.

2.3 Beispieldatensatze

Fiir die Untersuchungen herangezogen wurden natiirliche Objekte wie Fluldufe und Kiistenlinien. Nach
der Digitalisierung lagen die Linien als Folge von Stiitzpunkten P; in kartesischen Koordinaten (x;,y;)
vor. Die Punktabstéinde sind nicht dquidistant digitalisiert worden. Die Herstellung der im vorigen Ab-
schnitt beschriebenen Eigenschaften erfolgte ohne Riickgriff auf Interpolationsalgorithmen. Es wurde

8



2 BESCHREIBUNG DER TESTDATEN

stattdessen die TWF der jeweiligen Linie berechnet und anschlieend mit konstanter Bogenlange zuriick-
transformiert. Dadurch entstanden zwar kiinstliche Kurven, aber die Eigenschaften der TWF entsprechen

immer noch denen realer Linien.

Salween
White River

untere Nette

Abbildung 2.3: Nahezu stationire Testlinien in Bezug auf die Tangentenwinkelfunktion und die Kriimmung.

Die in Abbildung 2.3 dargestellten Linien “White River,“Salween” und “Untere Nette* sind beziiglich
ihrer Kurvigkeit (Kriimmung) als stationédre Prozesse zu sehen. Dies trifft nicht fiir das Beispiel “Louisiana’s
Gulf Coast“ zu (Abb.2.4). Diese Linie ist instationédr und besitzt Unstetigkeitsstellen (Knicke), welche
bei einer Generalisierung beizubehalten sind. Eine dieser Problemstellen ist eine natiirliche, doppelte
Knickstelle, die als Digitalisierfehler interpretiert werden konnte. Entsteht eine solche Stelle durch Feh-
ler bei der Digitalisierung, dann ist sie zu gldtten. Hingegen ist sie im anderen - natiirlichen - Fall zu

9



2 BESCHREIBUNG DER TESTDATEN

erhalten. Nach den Forderungen aus Abschnitt 2.1 ist die Linie als Testobjekt auszuschliefen. Sie soll
allerdings bei den Untersuchungen verwendet werden, um die Robustheit der Gldttungsverfahren nach-

zuweisen.

Louisiana’s
Gulf Coast

Abbildung 2.4: Instationire Testlinie fiir die Gléttungsverfahren.
Die Linie weist Knickstellen und Problemstellen auf, wie sie durch Digitalisierfehler entstehen
(siehe Box).



3 Glattung durch Wavelet-Transformation

Da sich die Glittung mit Wavelets von den beiden anderen Verfahren stark unterscheidet und am Ende
der Arbeit auf die Kombination von Snakes-Verdrangung und Snakes-Glittung eingegangen wird, soll
die Wavelet-Transformation als erstes Glittungsverfahren vorgestellt werden. Im ersten Abschnitt wer-
den die Grundlagen der Wavelet-Transformation und die Multiskalenanalyse behandelt. Letztere stellt
das Grundprinzip fiir die numerische Realisierung der Wavelet-Transformation dar. In den weiteren Ab-
schnitten wird auf die Glattungsfilter im Wavelet-Bereich und das Haar-Wavelet eingegangen.

Um einen Vergleich mit Snakes und Tafus vornehmen und deren Steuerparameter abschétzen zu kénnen,
werden anschlieend KenngréBen der Wavelet-Gléttung genannt und eine Liniengldttung mit Wavelets
durchgefiihrt.

3.1 Die Wavelet-Transformation

Transformationen von Signalen werden vorgenommen, um Signaleigenschaften besser sichtbar zu ma-
chen und damit deren Analyse zu vereinfachen. Es wird mathematisch gesehen eine Funktion durch eine
andere Basis dargestellt. Die Transformation beschreibt dabei den Ubergang von einer Basis zur anderen.
Eine spezielle Transformation ist die Wavelet-Transformation, welche auf Wavelets (dt.: Wellchen) als
Basisfunktionen aufbaut. Sie ist eine Integraltransformation und mit der Fourier-Transformation ver-
gleichbar. Die Eigenschaft der Lokalisierbarkeit', die bei der Fourier-Transformation durch die Nutzung
von “unendlichen” Sinus- bzw. Kosinusschwingungen als Grundfunktionen fehlt, wird durch Nutzung
von kleinen Wellen als rdumlich begrenzte Basisfunktionen eingefiihrt. Das Ziel einer ortsabhingigen

Frequenzdarstellung des Signals mittels Wavelet-Transformation wird durch das Grundprinzip der

o stiickweisen Verschiebung des Wavelets
e kombiniert mit einer Dehnung/Stauchung des Wavelets und

e anschlieBender Ermittlung eines “Korrelationswertes™ zwischen Signal und Wavelet erreicht.

Die folgenden Ausfiihrungen zur Wavelet-Transformation sollen nur das Basiswissen zum Verstdndnis
der Arbeit vermitteln. Ausfiihrliche Beschreibungen der Transformation, vor allem mathematischer Art,
sind in einschldgiger Standardliteratur wie [Louis et al., 1998], [Blatter, 1998] oder [Béni, 2002] zu fin-

den.

! Lokalisierbarkeit heiBt, daB feststellbar ist, ob ein Signal eine bestimmte Frequenz enthilt und wo diese Auftritt.
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3.1.1 GRUNDLAGEN DER WAVELET-TRANSFORMATION
3.1.1 Grundlagen

Bei der Wavelet-Transformation wird ein Signal f mit Hilfe des Wavelets y untersucht. Zu diesem Zweck
wird y mit dem Parameter b translatiert und mit dem Parameter a dilatiert. Das Skalarprodukt aus y und

f, der Wavelet-Koeffizient Ly, berechnet sich wie folgt:

lwfmﬁ)zxz%ﬁi/fam«?if)dn G.1)
R

Diese Formel driickt aus, daf} ein beliebiges Signal mit einem bestimmten Wavelet “zerlegt wird und
die Koeffizienten Ly, die Ahnlichkeit zwischen MeBsignal und Wavelet als Analysesignal beschreiben.
Je groBer die Werte von Ly, sind, desto besser stimmen beide Signale iiberein. Als Basisfunktion  ist

nicht jede Funktion geeignet. Sie mufl zumindest die folgende Bedingung erfiillen:

o 2
0<cy:=2m M dm < oo, 3.2)
AT

Hierbei steht \y fiir die Fourier-Transformierte des Wavelets und o fiir die Kreisfrequenz. Aquivalent
kann formuliert werden, dal die Energie E eines Wavelets normiert ist:

E= [ woPd=1, (3.3)

und zusitzlich gilt:

Lﬁwmm:o (3.4)

Aus Gleichung (3.4) folgt die Bedingung einer oszillierenden Wavelet-Funktion und aus (3.3), daf diese
zu beiden Seiten der Abszisse beschrinkt ist. Eine Sinusfunktion erfiillt das Kriterium der Oszillation,
aber nicht das der Beschrinktheit.

Neben der Erfiillung der obigen Gleichungen ist es wiinschenswert, wenn ein Wavelet folgende wei-
tere Eigenschaften besitzt (vgl. [Bini, 2002]):

B 1. Das Wavelet ist auf eine groBe Klasse von Funktionen anwendbar. Sowohl Analyse (Berechnung
von Wavelet-Koeffizienten wc;) als auch Synthese (Rekonstruktion des Signals aus den wc;) sind

numerisch stabil und mit geringem mathematischen Aufwand moglich.
B 2. Esist gut im Zeitbereich lokalisiert und nur auf einem beschriankten Bereich von Null verschieden.
B 3. Das Wavelet sollte ebenfalls eine gute Lokalisation im Frequenzbereich haben.

B 4. Es sollte ein orthonormiertes Funktionensystem aufstellbar sein, um die Koeffizienten eindeutig

zu bestimmen.

Dem ist anzumerken, dafl sich Wunsch B 2 und B 3 widersprechen, da die Heisenbergsche Unschdirfe-
relation zutrifft (siehe auch [Louis et al., 1998, S. 31]). Nach dieser gilt: Je besser eine Funktion im
Zeitbereich lokalisiert ist, desto schlechter ist ihre Verortung im Frequenzbereich.

12



3.1.1 GRUNDLAGEN DER WAVELET-TRANSFORMATION

Eine gute Vorstellung von diesen Basisfunktionen wird durch die Abbildung 3.1 erhalten. In ihr sind

die Graphen bekannter Wavelets dargestellt, wobei auf das Haar-Wavelet spiter noch genauer eingegan-

gen wird.

Haar Wavelet D4 Wavelet
0.15 0.2
0.1
0.1
0.05
0 0
-0.05 _01
-0.1
-0.2
-0.15
-0.2 -0.3
0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8
C3 Coiflet S8 Symmlet
0.2 0.2
0.15 0.15
0.1 0.1
0.05 0.05
0 0
-0.05 -0.05
-0.1 -0.1
-0.15 -0.15

0.2

0.4

0.2

0.4

Abbildung 3.1: Beispiele fiir Wavelet-Funktionen. (Quelle: WaveLab Einfiihrung)

Um die Bedeutung der Parameter a,b aus Formel (3.1) zu veranschaulichen, ist im Bild 3.2 das Wave-
let “S8 Symmlet* dargestellt. Es ist in verschiedenen GréBen a, die als Skalen bezeichnet werden, und
translatiert in verschiedenen Positionen b zu sehen. Die Positionswerte sind auf # = [0..1] normiert. Die
kleinste Skala (a = 1) beschreibt die grote Zoomstufe und Detailauflssung, wihrend groBe Skalen eine
grobe Auflosung représentieren. Bei Betrachtung der Amplituden fiir jedes dilatierte Wavelet im Bild 3.2
ist die normierte Energie ersichtlich.

Wie in [Bethge et al., 1997] angefiihrt, ist die Wavelet-Transformation (3.1) vom Faltungstyp. Aus die-
sem Grund kann sie fiir ein festes a auch als linearer Filter mit einer durch das Wavelet gegebenen
Gewichtsfunktion y(-/(—a)) interpretiert werden. Die Riicktransformation bzw. Synthese des Signals

erfolgt mit der Gleichung:

0= e ot (51 8

Da die Wavelet-Transformation (WT), wie sie eben beschrieben wurde, nur auf stetige Funktionen an-

(3.5)

wendbar ist, muB fiir die praktische Anwendung mit realen Daten und MeBwerten eine Diskretisierung
erfolgen. Die im Folgenden beschriebene Multiskalenanalyse bildet das Grundgeriist einer jeden nume-
rischen Realisierung der WT.
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3.1.2 DIE MULTISKALENANALYSE
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Abbildung 3.2: Dilatiertes und translatiertes Wavelet.
Das Wavelet S8 (Symmlet) in verschiedenen Skalen und Positionen (¢ =3...7,b=2...95). Die

Abszisse bzw. Positionsachse wurde fiir jede Skala normiert. (Quelle: WaveLab Einfiihrung)
3.1.2 Die Multiskalenanalyse

Die Einfiihrung der Multiskalenanalyse ist auf [Mallat, 1989] und [Meyer, 1992] zuriickzufiihren. Sie
trennt ein Signal f fortlaufend in einen HochpaBanteil D (wie Detail) und einen TiefpaBanteil A (wie

Approximation). In der Abbildung 3.3 ist dies fiir ein einfaches Signal dargestellt.

Mathematisch ausgedriickt (Gleichung (3.6)) ist es die Projektion P; f des Signals f € V) in einen Unter-
raum V; C Vy und die Projektion Q f in das mit W; bezeichnete orthogonale Komplement von Vj.

f=Pf+01f (3.6)

Vo=View (3.7)

Die Projektion P;f wird dabei in die Unterrdume Vi und W, fortgefiihrt, indem der TiefpaBanteil

wiederum in ein Detailsignal und ein Approximationssignal zerlegt wird (siche Abb. 3.4).

Die Projektionen Q;f enthalten die Detailsignale von f in bestimmten Frequenzbéndern, die den Skalen
a aus dem vorigen Abschnitt entsprechen. Der Dilatationsparameter a € Z gibt somit die Bezeichnung
des Unterraumes W; an (a = i). Die Basisfunktionen fiir die Raume W; mit den Signaldetails sind die mit
a dilatierten Wavelets y;—,. Daraus folgt, da ein Wavelet einen Hochpalfilter darstellt.

Da die Rdume W; und V; orthogonal zueinander sind, muf} die Basisfunktion @;—, des Raumes V; (welcher
die Signalapproximationen enthélt) orthogonal zum jeweiligen Wavelet y;—, sein. Diese zu y, komple-
mentédre Basisfunktion wird als Skalierungsfunktion ¢, oder Vaterfunktion bezeichnet. Sie erfiillt die

Forderung der Mittelungseigenschaft (3.8) und realisiert deshalb einen Tiefpaffilter:

¢ ist integrierbar und / O(r)dt = 1. (3.8)
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3.1.2 DIE MULTISKALENANALYSE

Signal
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Abbildung 3.3: Multiskalenanalyse eines Signals

Die “2-Skalenrelation™ beschreibt die Verkniipfung zwischen zwei Skalen, welche unterschiedliche Ap-
proximationen der Funktion f darstellen:

0(x) =v2 Y d(2x— k). (3.9)
keZ
Hierbei ist k die Anzahl der Filterkoeffizienten A der Skalierungsfunktion ¢(x) in Abhéngigkeit von der
Skala a.
Die Gleichung (3.9) ist von den Vaterfunktion zu erfiillen und beinhaltet, daf} sich die Skalierungsfunk-
tionen ¢, einer jeden Skala a iterativ aus den fiir einen Prototyp 0., = ¢ o gegeben Koeffizienten /iy

berechnen lassen mit:

1
Qa0 = Eﬁzhk@a—l,k- (3.10)

kez
Den (orthogonalen) Zusammenhang zwischen Wavelet und Skalierungsfunktion stellt die folgende Glei-
chung (3.11) dar. Sie zeigt ebenso, da} der normale Weg zur Konstruktion eines Wavelets iiber die Ska-
lierungsfunktion erfolgt, wenn Wavelet und Skalierungsfunktion eine Orthonormalbasis des Funktionen-

raumes bilden soll.

1
‘|’a70:§\/§z‘,(—1)kcl—k'¢a—17k 3.11)

kezZ
Eine vollstindige Basis bzw. ein Filtersatz der Skala a ergibt sich durch Verschiebung des Prototyps jeder
Skala um 2 Werte, dquivalent dem Translationsparameter in (3.1).

Die genannten Gleichungen weisen darauf hin, da3 das Wavelet und die Skalierungsfunktion eine Linge
von 24, a € Z Koeffizienten haben. Die Anzahl der Filterkoeffizienten von zwei Skalen @ und a — 1 unter-
scheidet sich um 2¢~! Koeffizienten. Daraus ergibt sich fiir das zu filternde bzw. zu transformierende Si-
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3.1.3 SCHNELLE UND STATIONARE WAVELET-TRANSFORMATION

f v
A1 Vl Dl W}

N

A | V2 D: /)

/N

As | Vs Ds | W;

Abbildung 3.4: Schema der Multiskalenanalyse

gnal die Voraussetzung einer dyadischen? Linge. Ist diese nicht eingehalten, so wird das Eingangssignal
mit verschiedenen Methoden verédndert, um die Bedingung zu erfiillen. Daraus resultieren verfélschte

Wavelet-Koeffizienten, die bei der Auswertung beachtet werden miissen.

3.1.3 Schnelle und Stationare Wavelet-Transformation

Beide Wavelet-Transformationen sind auf der Multiskalenanalyse basierende numerische Realisierun-

gen. Sie unterscheiden sich durch die GrofBe des Translationsparameters b voneinander.

Die Schnelle Wavelet-Transformation (FWT - Fast Wavelet Transformation) stellt die effektivste und
am haufigsten genutzte Realisierung dar. Hierbei ist die Anzahl der berechneten Wavelet-Koeffizienten
genauso grofl wie die Anzahl der Eingangswerte. Dies scheint zunichst erstaunlich, da fiir einen be-
rechneten Wert nicht nur der “Korrelationskoeffizient* mit dem Wavelet y fiir eine bestimmte Skala a,
sondern auch fiir eine Position b angegeben wird, also zwei Informationen pro Signalwert. Demnach
miifite es fiir ein dyadisches Signal mit 2" Signalwerten n-2" Ergebniswerte geben. Das Problem wird
dadurch geldst, da das Wavelet immer um seine eigene Lange verschoben wird. Dies ist fiir das Haar-
Wavelet, welches eine Filterlinge von zwei Werten in der ersten Skala - dem Frequenzband mit hohen

Frequenzen - besitzt, im Bild 3.5 anschaulich dargestellt.

Es ist erkennbar, dafl nach der Filterung fiir die erste Skala mit dem Wavelet ¢ (Hochpalfilter H) und
der Skalierungsfunktion ¢ (Tiefpalfilter 7') nur die Wavelet-Koeffizienten der HochpaBfilterung im Er-
gebnissignal enthalten sind. Damit wird nur die Hilfte der urspriinglichen Werte weiterverwendet. Bei
jeder neuen Filterung halbiert sich wieder die Anzahl der Werte des Eingangssignals. Dadurch besitzt
der Ergebnisvektor der Wavelet-Koeffizienten genauso viele Werte wie der Eingangsvektor. Dies hat zur
Folge, dafl nicht nur weniger Rechenzeit im Vergleich zur Verschiebung um nur eine Stelle notig ist,
sondern auch die Redundanzfreiheit des berechneten Vektors. Das Signal ist dennoch vollstindig, das
heifit ohne Verlust rekonstruierbar. Weiterhin ist aus der Grafik zu erkennen, daf} bei der FWT eigentlich

2Exponentielle Zahlen mit Basis 2 werden auch als dyadische Zahlen bezeichnet. Es wird deshalb im Folgenden von dyadi-
scher Werteanzahl gesprochen.
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3.1.3 SCHNELLE UND STATIONARE WAVELET-TRANSFORMATION

Signal ElEEEainiain

l.S'kala @ Filt :
@ Haar - Wavelet
2. Skala ® = @ [1][] =
@ @ )12
3. S'kala @
®

A
Waveletkoeffizienten

Abbildung 3.5: Schnelle Wavelet-Transformation mit dem Haar-Wavelet.

(Die zu speichernden Werte sind grau unterlegt.)

keine Dilatation des Wavelets vorgenommen wird, sondern jeweils der neue Ergebnisvektor der Skala a
mit den stets gleichen Filtervektoren skalar multipliziert wird.

Aufgrund der genannten Eigenschaften beziiglich Geschwindigkeit und Umfang der berechneten Wavelet-
Koeffizienten ist die Kompression von Rasterdaten eine beliebte Anwendung fiir die schnelle Wavelet-

Transformation.

Wird der entstandene Ergebnisvektor unter dem Gesichtspunkt der Analyse betrachtet, so hat dieser
durch das “Verschwinden von Koeffizienten ein Defizit. Fin Wavelet-Koeffizient steht bei Nutzung des
Haar-Wavelets fiir zwei Signalpositionen in der ersten Skala und sogar nur ein Koeffizient fiir vier Si-

gnalwerte in der zweiten Skala.

Die Stationire Wavelet-Transformation (SWT) versucht dieses Defizit fiir die Analyse der Koeffizien-
ten auszugleichen. Dies geschieht durch Verschiebung des Wavelets bzw. des zugehorigen Filtervektors
um nur eine Stelle. Somit ergibt sich fiir jede Skala ein Ergebnisvektor mit ebenso vielen Koeffizienten
wie dem Eingangsvektor. Um die Rekonstruktion sicherzustellen, wird zusitzlich der Summenkoeffizient
der hoéchsten Approximation gespeichert. Die Gesamtanzahl an Ergebniswerten betrdgt danach n-2" + 1
Koeffizienten, welche in Hinblick auf die Synthese des urspriinglichen Signals stark redundant sind. Dies
ist in Abbildung 3.6 fiir die SWT mit dem Haar-Wavelet dargestellt.

Im Bild ist zu erkennen, daf} bereits bei der Transformation in die erste Skala verfilschte Wavelet-
Koeffizienten (WK) berechnet werden. Diese sind durch die strichlierte Umrandung hervorgehoben.
Die Ursache der Verfilschung ist einerseits die Linge des Filters und andererseits die Wiederholung
(Cycling) des Signals, wenn der letzte Signalwert erreicht wurde. Der Effekt ist bei nachfolgenden Ver-
wendungen der WK zu beachten und wird im Abschnitt 3.2.3 ndher erlautert.
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3.1.4 APPROXIMATIONSEIGENSCHAFTEN DES HAAR WAVELETS
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Abbildung 3.6: Stationire Wavelet-Transformation mit dem Haar-Wavelet.

(Die zu speichernden Werte sind grau unterlegt.)

3.1.4 Approximationseigenschaften des Haar-Wavelets

In der Literatur wird unter Approximationseigenschaft die Genauigkeit der Annidherung des zuriicktrans-
formierten Signals an das Originalsignal verstanden. Hier hingegen geht es um die Eigenschaft, daf} die
fiir ein spezielles Wavelet berechneten Wavelet-Koeffizienten funktionale Ableitungen erster, zweiter
und hoherer Art approximieren.

Bestimmt wird diese Eigenschaft durch das niedrigste Moment eines Wavelets, das nicht Null ist. Das

n-te Moment eines Wavelets berechnet sich nach folgender Formel:

M, = / " y(x) d. (3.12)

Da fiir eine Wavelet die Forderung aus Gleichung (3.4) gilt, ist das 0. Moment (der Mittelwert) im-
mer Null. Verschwinden n — 1 Momente eines Wavelets, so ist das Wavelet von n-ter Ordnung und die
Wavelet-Transformation approximiert die n-te Ableitung.

Fiir die Losung der Aufgabenstellung ist es wichtig, dafl bei der WT die erste Ableitung der Tangen-

tenwinkelfunktion bestimmt wird. Dadurch kann eine kriimmungsabhéngige Filterung erzielt werden.
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3.1.4 APPROXIMATIONSEIGENSCHAFTEN DES HAAR WAVELETS

Hierfiir ist nur ein orthonormales Wavelet 1. Ordnung geeignet, da dieses die erste Ableitung approxi-
miert und eine Synthese auf Basis der Multiskalenanalyse erlaubt. Das bereits genannte Haar-Wavelet
erfiillt diese Anforderungen. Es ist das erste bekannte Wavelet und wurde bereits 1910 von A. Haar
definiert:

Vap(x) =273y (2 % — b), (3.13)

mit dem ganzzahligen Dilatationswert a und dem ganzzahligen Translationswert b. Der Faktor 272 be-
wirkt, dal das Wavelet y in jeder Skala a die Norm 1 hat.

0.8

02}

04 |

06 |

0.8

Abbildung 3.7: Das Haar-Wavelet

Fiir die erste Skala ergibt sich der diskrete Filtervektor von y zu:

\%- [1 _1}. (3.14)

Unter der Bedingung, dal die Momente j — 1 gleich Null sind, lassen sich die Momente des Haar-
Wavelets diskret berechnen mit:

Mj=Y Kk I (3.15)
k=1

In der Formel beschreibt n die Anzahl der Filterkoeffizienten und /; den Koeffizient der Stelle k.
Werden die Werte aus (3.14) in (3.15) eingesetzt, ergibt sich:

. ~ 3
MO,Haar =0 , Ml,Haar = Sowie: MZ,Haar = _E\/E (316)

1
V2
Das hier angegebene 2. Moment MZH,W ist nicht das echte 2. Moment, da jenes mit Hilfe der niederen
Momente berechnet werden muB. Stattdessen wird die Formel (3.15) mit j = 2 benutzt. Die Angabe des

“Basismomentes* M, erfolgt, weil nur dieses fiir die weiteren Berechnungen bendtigt wird.

Obwohl die Haarsche Basis wichtig und einfach ist, hat sie in der Praxis nur wenig Bedeutung, weil
das Haar-Wavelet Sprungstellen besitzt und die Forderung (B3) aus Abschnitt 3.1.1 nur schlecht erfiillt.
Dennoch soll das Wavelet in dieser Arbeit aufgrund seiner Einfachheit und der Existenz von nur wenigen

anderen Standard-Wavelets 1. Ordnung verwendet werden.
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3.1.4 APPROXIMATIONSEIGENSCHAFTEN DES HAAR WAVELETS

Fiir die stetige WT gilt der Satz (vgl. [Beyer und Meier, 2001]):

“Bei einem Wavelet n-ter Ordnung ist die Wavelettransformierte fiir
a — 0 proportional zur n-ten Ableitung.*

Da der Grenziibergang a — 0 diskret nicht moglich ist, kommt es zu Problemen bei der Lokalisierung
der berechneten Ableitung bzw. der Wavelet-Koeffizienten (WK). Die Approximation wird praktisch als
“Mittelwert benachbarter Koeffizienten gebildet und es treten bei der Transformation Phasenverschie-
bungen auf. Da die n-te Ableitung nur approximiert wird, ist ein Proportionalitdtsfaktor zu berechnen,
um die wirklichen Ableitungsbetrige zu erhalten. [Beyer und Meier, 2001] leiten die an den WK an-
zubringenden Korrekturen zum Erhalt der wahren Ableitungen an Hand von Testfunktionen her. Die
amplitudenkorrigierte n-te Ableitung berechnet sich mit der Formel:
n!
W-w(f,xi). (3.17)

Es entspricht Ax der Tastweite, M,, dem n-ten Moment und w ist der Vektor der Wavelet-Koeffizienten.

£ (i = xg) =

In der vorliegenden Arbeit wird nur die erste Ableitung benétigt. Deren Skalierungsfaktor s; fiir die
Korrektur der erste Skala a = 1 ergibt sich mit der Formel (3.17) zu:

1!
= T (3.18)

Speziell fiir den Faktor des Haar-Wavelet erhilt man:

1 2
saar = — _v2 (3.19)

Sollen die “geglitteten” 1. Ableitungen fiir hhere Skalen bestimmt werden, ergeben sich allerdings

andere Korrekturwerte.

Bei der Realisierung im Programmsystem MATLAB werden die Koeffizienten des Haar-Wavelet nur als
Werte [1 -1] ohne den Normierungsfaktor aus (3.13) benutzt. Folglich ist dieser mit in die Gleichung
einzubeziehen. Es entsteht unter der Benutzung von Formel (3.15):

1
((%)“Zﬁlkl 'hk>Ax

wobei die Filterkoeffizienten A; nur den Wert 1 oder —1 besitzen.

Haar __
sl,a

) (3.20)

Die Verschiebung x, der ersten Ableitung des Signals - der Lokalisationsfehler - ist abhiingig vom

ersten und zweiten Moment des Wavelets. Die von Beyer ermittelte Formel zur Bestimmung des Wertes

lautet: N
M;
=(n.- 27— —= |Ax 3.21

.X(p (nc 2 M1 > Y ( )
mit der Anzahl der Filterkoeffizienten des Wavelets n., dem bereits beschriebenen zweiten Basismoment
M, sowie der Skala a. Fiir das Haar-Wavelet der ersten Skala @ = 1 mit nE‘a:]) = 2 berechnet sich die
Phasenverschiebung zu:

_ Mz 1
xaarig = 1) =(2.21"1 = —= ) Ax = ZAx. 3.22
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3.1.4 APPROXIMATIONSEIGENSCHAFTEN DES HAAR WAVELETS

Bei der Umsetzung im Programm erfolgt eine Modifikation der Formel, weil die WK verschiedener

Skalen korrigiert werden sollen:

1 \a n k2h
wHaar () = (nc(a)— () Bt & I )Ax. (3.23)
2<(%)“ZZ—1 k! 'hk>

Um schlielich die ermittelte Verschiebung x¢(a) anzubringen, ist eine Translation und eine Interpolati-
on durchzufiihren. Der Einfachheit halber ist eine lineare Interpolation méglich. Durch die Verschiebung
entsteht vor allem bei hoheren Skalen ein Effekt, der zu beachten ist: So miissen durch die Verschiebung
die ersten oder letzten WK Null gesetzt werden, da keine Ableitungswerte fiir diese Positionen vorhan-
den sind. In der Abbildung 3.8 sind die Korrekturen fiir die Approximation der ersten Ableitung eines

Sinussignals veranschaulicht. Es wurden dafiir die WK der dritten Skala benutzt.

a: 1. Ableitung
s, - o b :original WK
\ : o ¢:ampl. kor. WK
08 X ~1{ ¢ d:korrigierte WK
e : korrigierte WK
y R B P T
0.4_. .........
0_2_. ..... . ..
OJ*"": ......................
02k - ..... ....... 444444 .
RY AN B
ok Lo X SN B Lo Lo Lo
08 F - B SRR EERERS R SRR
0 1 2 3 4 5 6 7 X 9 10

Abbildung 3.8: Amplituden- und Phasenkorrektur der Wavelet-Koeffizienten zum Erhalt der 1. Ableitung einer
Sinusfunktion.
(a) 1. Ableitung, (b) unkorrigierte Wavelet-Koeffizienten (WK), (c) amplitudenkorrigierte WK,
(d) amplituden- und phasenkorrigierte sowie interpolierte WK, (e) entspricht (d) ohne Interpola-

tion; somit nur um ganzzahlige Ax verschoben.

21



3.2 GLATTUNG MIT WAVELETS

3.2 Glattung mit Wavelets

3.2.1 Glattungsfilter im Wavelet-Bereich

Die Wavelet-Transformation (WT) fiihrt zu einer Signaldarstellung im Phasenraum auf Basis eines Wa-
velets . Dies bedeutet, daf ein Signal durch die Multiskalenanalyse in verschiedene Frequenzbinder
zerlegt wird, welche als Skalen bezeichnet werden. Durch Verinderung der Wavelet-Koeffizienten und
Riicktransformation in den Ortsbereich entsteht ein gefiltertes Signal. Der Vorgang 146t sich mit der Fil-
terung im Fourier-Bereich vergleichen.

In [Bethge et al., 1997] sind zwei Mo6glichkeiten angegeben, um mit der WT eine Filterung durchzufiihren.
Zum einen kann durch Schwellwertbildung auf der Ordinate und zum anderen durch Anwendung einer
Skalensperre gefiltert werden. Beide Verfahren sind nicht nur fiir die Filterung zur Analyse von Daten

geeignet, sondern finden ebenfalls bei der Kompression von Daten einen Anwendungsschwerpunkt.

Bei der Schwellwertbildung auf der Ordinate werden die berechneten Wavelet-Koeffizienten (WK)
einzeln betrachtet und mit einem Schwellwert verglichen. Unterschreitet der Betrag des WK den Schwell-
wert, so wird dem Koeffizient der Wert Null zugewiesen (hard thresholding - vgl. Abb. 3.9). Beim soft
thresholding bekommen Koeffizienten, die den Schwellwert unterschreiten, ebenfalls den Wert Null zu-
geteilt. Ubersteigen sie hingegen den Grenzwert, dann werden sie um den selbigen reduziert, wie im
rechten Bild von Abb. 3.9 zu erkennen ist.

Die Festlegung des Schwellwertes kann dabei skalenabhingig erfolgen, da hohere Skalen in der Re-
gel groBere Koeffizientenbetrdge enthalten. Dies ist darauf zuriickzufiihren, daf} diese Skalen “weiteren*

Mittelwerten entsprechen. Das gilt aber nur dann, wenn der Mittelwert des Signals ungleich Null ist.

0.8 Eingangssignal 0.8 Eingangssignal

—— Ausgangssignal —— Ausgangssignal
y -

y

""" Schwellwert

----- Schwellwert

04+ 04r

0.2 0.2

0 0

0.2} 021
-0.4 ¢ 04}
-0.6 -0.6
Bt s 7 Y% s s i s

Abbildung 3.9: Glittung mittels Threshold im Wavelet-Bereich.
Links: hard thresholding, Rechts: soft thresholding

Wie in den Graphen der Abbildung 3.9 zu erkennen ist, hdngt das Ergebnis der Filterung vom Signal ab.
Demzufolge 148t sich fiir die Schwellwertbildung auf der Ordinate keine allgemeingiiltige analytische
Losung fiir die Transformation der Filtervorschrift in den Fourier-Bereich ermitteln (vgl. [Bethge et al., 1997]),
und es kann keine Filtercharakteristik angegeben werden. Lediglich fiir die Transformation und Filterung
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3.2.2 DURCHLASSCHARAKTERISTIK DER SKALENSPERRE

eines einzeln gegebenen Signals ist dies moglich. Die Durchlalicharakteristik wird dann aus dem Ver-

gleich der numerisch bestimmten Fourier-Transformierten vor und nach der Filterung erhalten.

Die Skalensperre als zweite Filtermethode beruht darauf, die Wavelet-Koeffizienten einer gesamten
Skala Null zu setzen. Dies entspricht dem Ausfiltern des der Skala entsprechenden Frequenzbandes,
also einer Bandsperre. Werden nacheinander die kleinen Skalen Null gesetzt und das Signal aus dem
Wavelet-Bereich in den Ortsbereich zuriicktransformiert, ist dies einer stirker werdenden TiefpaBfil-
terung vergleichbar. Da die Signaldnderungen nur von der manipulierten Skala und nicht vom Signal
abhéngig sind, kann bei der Skalensperre die Durchla3charakteristik fiir bestimmte Wavelets analytisch

berechnet werden.

Ein Ziel der Arbeit ist der Vergleich zwischen der Filterung mit Wavelets (speziell mit dem Haar-Wavelet)
und der Filterung mit Snakes und Tafus. Dafiir ist es unter anderem erforderlich, die Durchlalicharakte-
ristik (D-Char.) beider Filterungen zu ermitteln, um mit ihrer Hilfe auf die Steuerparameter fiir die Tafus
schlieBen zu konnen. Dies 146t sich allerdings nur fiir eine signalunabhéngige Filterung wie die Skalen-
sperre realisieren. Deswegen soll diese in der Arbeit verwendet werden. Im folgenden Abschnitt wird
die D-Char. fiir das Haar-Wavelet - in Abhingigkeit von der Skala a - sowohl auf numerischem Wege

ermittelt als auch analytisch bestimmt.

3.2.2 Bestimmung der DurchlaBcharakteristik der Skalensperre fur das
Haar-Wavelet

Wie von [Bethge et al., 1997] beschrieben wird, ist die Durchlalcharakteristik (D-Char.) der Skalensper-
re fiir jedes Wavelet verschieden. Das bedeutet, daf dieselbe Skala a fiir verschiedene Wavelets auch
verschiedene Frequenzen enthilt. Demzufolge ist die Zuordnung zwischen mittlerer Bandfrequenz und

der Skala fiir das Haar-Wavelet zu kliren.

Zuordnung zwischen Skala und Frequenz des Haar-Wavelets

Aufgrund der Anwendung der Multiskalenanalyse und der damit verbundenen dyadischen Dilatation des
Wavelets bildet die nidchst niedere Skala immer die doppelte mittlere Frequenz der vorhergehenden Skala

ab. Die Losung des Zuordnungsproblems kann in drei verschieden Varianten erfolgen:

C 1. Die Autoren der MATLAB-Wavelet-Toolbox [Misiti et al., 2000, Seite 6-60] schlagen vor, zuerst
die mittlere Frequenz F, (center frequency) des Wavelets y aus der Fourier-Transformierten zu be-
rechnen. Dabei ist die mittlere Frequenz die, welcher der grofite Betrag der Fourier-Koeffizienten
zugeordnet ist. Danach ist die Skalenfrequenz F, der Skala a mit der Abtastperiode A nach folgen-
der Formel bestimmbar:

A-F,
F,= .

(3.24)

C 2. Hingegen transformiert [Weichsel, 2000] Sinusfunktionen bekannter Frequenz in den Wavelet-
Bereich und vergleicht die maximalen Koeffizienten in einer Skala fiir verschiedene Sinusfunktio-
nen. Der Skala wird dann die Frequenz der Sinusfunktion zugeordnet, welche die grofite Amplitude
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3.2.2 DURCHLASSCHARAKTERISTIK DER SKALENSPERRE

in der Skala hervorruft.

C 3. Eine weitere Moglichkeit ist die Erstellung eines Signals s im Fourier-Bereich (FB), welches zu-
mindest theoretisch alle Frequenzen enthilt und als weiffes Rauschen bekannt ist. Dieses wird
in den Ortsbereich (OB) transformiert und anschlieend in den Wavelet-Bereich (WB) mit dem
Wavelet y iiberfiihrt. Hier erfolgt ein BandpaB fiir jede Skala, indem die Koeffizienten aller ande-
ren Skalen Null gesetzt werden. Das gefilterte Signal wird mit der inversen Wavelet-Transformation
in den Ortsbereich zuriicktransformiert und wieder im Fourier-Bereich abgebildet. Nun kann die
mittlere Skalenfrequenz der Frequenz zugeordnet werden, welche die maximale Amplitude im
Frequenzbild erzeugt (vgl. Abbildung 3.10).

IFFT SWT Skalensperre ISWT
STB__|/EKT [508| SWT [WB |Stalensperre [ B | 5w

FFT
Saf == | SAF | — | max(Say) — feenter

Abbildung 3.10: Schema zur Frequenzbestimmung einer Skala der Wavelet-Transformation

In Tabelle 3.1 wurden die Ergebnisse der verschiedenen Verfahren zusammengefaf3t. Es ist zu erkennen,
daf mit Variante (C 2.) und (C 3.) die gleichen mittleren Skalenfrequenzen ermittelt wurden. Desweiteren

ist die Halbierung der Kreisfrequenz ® von der niederen zur hoheren Skala ersichtlich.

Tabelle 3.1: Vergleich ermittelter Skalenfrequenzen fiir das Haar Wavelet

Cl. C2. C3.
Skala  F. des Wavelets ~ WT von Sinusfunktionen Filterung von
(WaveletToolbox) [Weichsel, 2000] weillem Rauschen

Kreisfrequenz m

1 3.129 3.140 3.139
2 1.565 1.230 1.230
3 0.782 0.590 0.590
4 0.391 0.292 0.292
5 0.196 0.146 0.146
6 0.098 0.0729 0.0729
7 0.049 0.0364 0.0364
8 0.024 0.0182 0.0182
9 0.012 0.0091 0.0091
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3.2.2 DURCHLASSCHARAKTERISTIK DER SKALENSPERRE

Bestimmung der DurchlaBcharakteristik

Die Bestimmung der DurchlaBcharakteristik fiir die einzelnen Skalensperren erfolgt numerisch und ana-
lytisch. Die numerische Berechnung erfolgte dhnlich (C 3.), indem auch hier im Fourier-Bereich weifles
Rauschen definiert wurde. Dieses wurde in den Orts- und Wavelet-Bereich transformiert und im Letz-
teren gefiltert. Die Koeffizienten der gewiinschten niederen Skalen werden Null gesetzt und das Signal
zunichst in den Orts-Bereich und dann den Fourier-Bereich zuriicktransformiert. Bei dieser Anwendung
entfillt die Analyse des FB-Signals auf eine einzelne Frequenz wie im vorherigen Abschnitt, da die
Durchla3charakteristik (D-Char.) direkt ablesbar ist. Die Grafiken der Abbildung 3.11 sollen das Vorge-

hen noch einmal veranschaulichen.

rot: Leistungsspektrum des Signals, blau: Frequenzen des Signals Signal im Ortsbereich mit Real- und Imaginarteil
150 100
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R
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50 | 20
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0 . . . . . . , 20 . . . . ,
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Bandsperre nach stationdrer WT /
mit Farbskalierung tber die gesamte Matrix FFT - Signal der Skalensperre fir Skalen 1-3
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Abbildung 3.11: Ermittlung der DurchlaBcharakteristik der Skalensperre im Wavelet-Bereich.
Links oben: Signaldefinition im FB (blaue Linie). Rechts oben: Signal im Ortsbereich / Zeitbe-
reich. Links unten: Filterung durch Sperre der Skalen 1-3. Rechts unten: Fourier-Transformierte
des riicktransformierten und gefilterten Signals, bzw. Durchlaf3charakteristik fiir die Sperrungen
der Skalen 1-3.

Wird die berechnete D-Char. betrachtet, so sind Nebenmaxima im Frequenzspektrum festzustellen, die
nicht sehr gut in der Abbildung 3.11 (rechts unten) zu sehen sind. Die Fourier-Transformierte \ des
Haar-Wavelets weist ebenfalls auf die Existenz der Nebenmaxima hin. Dies ist am Sinus-Term der For-
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3.2.3 REALISIERUNG DER GLATTUNG MIT WAVELETS

mel erkennbar:

2n o2 4

Die Fourier-Transformierte klingt nur langsam ab und ist somit schlecht im Frequenzbereich lokalisiert.

)P = 2 Esm‘*(9). 325

Dies ist in den Sprungstellen der Haarschen Wavelet-Funktionen - als Ursache der Nebenmaxima - be-
griindet (siche Abbildung 3.7).

Bei der numerischen Ermittlung der D-Char. sind die genannten Effekte aus Abschnitt 3.1.2 und 3.1.3
durch Cycling und dyadische Signalldnge vernachlédssigbar bzw. nicht vorhanden.

Neben der numerischen Bestimmung soll zur Vervollstindigung die von [Meier, 2002] analytisch er-
mittelte skalenabhingige Durchla3charakteristik angegeben werden. Deren Berechnung ist im Anhang
A zu finden.

1 [sin®x(sinx 4 cosx)
GF(O)) 2)

- In( 2x2
Nachdem die Filtercharakteristiken fiir die Glittung mit Wavelets ermittelt wurden, ist im Folgenden

+ ci(4x) — ci(2x)> (3.26)

erklirt, wie eine Beziehung zwischen Wavelet-Glittung und Tafus-Gléttung herstellbar ist.

Uberlegungen zur Steuerung der Glattung mit Tafus

Fiir die Waveletfilterung stellt die Tangentenwinkelfunktion (TWF) das zu filternde bzw. zu glitten-
de Signal dar. Durch die im Kapitel 3.1.4 beschriebenen Approximationseigenschaften der Wavelet-
Transformation, realisieren die phasen- und amplitudenkorrigierten Wavelet-Koeffizienten die Kurven-
kriimmung. Diese entspricht der ersten Ableitung der TWF und ist eine spezielle Eigenschaft von Kur-
ven. Die Transformation der TWF in den Wavelet-Bereich (WB) zerlegt die Funktion in verschiedene
Frequenzbinder (Skalen). Wird nun die TWF im WB durch Sperrfilterung von Skalen geglittet, so ist
diese Glittung einerseits frequenzabhéngig und andererseits kriimmungsabhingig, denn hohe Frequen-
zen der TWF entsprechen groen Kriimmungen (starke Kurvigkeit).

Ein weiteres Linienglittungsverfahren zur Filterung der TWF ist das Tafus-Modell. Nachteil dieses Ver-
fahrens ist die schwere Handhabbarkeit der Steuerparameter o und 3. Wird vorausgesetzt, daf sich fiir
bestimmte Werte von o, eine DurchlaBcharakteristik fiir die TWF bestimmen 14Rt, dann sind beide
Filtercharakteristiken vergleichbar. Somit lassen sich die Steuerparameter fiir spezielle Skalensperren

ermitteln und moglicherweise allgemeine Schlulfolgerungen zur Steuerung der Tafus ziehen.

3.2.3 Effekte bei der Realisierung der Glattung mit Wavelets

Fiir die Umsetzung der Linienglittung mittels Sperrfilterung wurde die Stationdre Wavelet-Transformation
benutzt, da sich mit ihr fiir (fast) jeden Punkt der Linie ein Wavelet-Koeffizient berechnen 146t. Wichtig
ist dies im Kapitel 3.3 bei der Berechnung von Kenngréen aus Wavelet-Koeffizienten. Der Algorithmus
zur Glittung der in den WB transformierten Tangentenwinkelfunktion setzt Skala fiir Skala die Koeffi-
zienten zu Null. Das “ Nullsetzen beginnt in der kleinsten Skala, welche die feinsten Details enthilt.
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3.2.3 REALISIERUNG DER GLATTUNG MIT WAVELETS

Es entstehen a — 1 Filterstufen in Abhéngigkeit von der Signalldnge n, wobei a der Anzahl an Skalen
entspricht.

Diese berechnet sich aus:
logn

a:flx<@>+l. (3.27)
Der MATLAB-Operator fix () gibt den ganzzahlige Anteil des Quotienten zuriick.
Wie in Kapitel 3.1.2 angefiihrt wird, bendtigt die diskrete Wavelet-Transformation ein dyadisches Ein-
gangssignal. Besitzt die berechnete TWF weniger als 2¢ Werte, so wird im Programm durch Zeropad-
ding der Vektor auf diese Linge aufgefiillt. Beim Zeropadding werden so viele Nullen an den Vektor
angehingt bis 2¢ Werte erreicht werden. Andere Moglichkeiten um den Signalvektor zu erweitern, sind
die periodische Fortfiihrung des Signals, Spiegelung der Randwerte (z. B. bei der zweidimensionalen
WT von Bildern sinnvoll) oder Smooth padding, bei dem das Signal an den Rindern extrapoliert wird
(vgl. [Misiti et al., 2000]). Nach der Riicktransformation des gefilterten Signals ist der Vektor wieder auf

seine Originalldnge zu kiirzen.

10 T T T T T T T T T

oL i

0 1 1 1 1 1 1 1 1 !
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Abbildung 3.12: Stationire Wavelet-Transformation eines Signals.
Oben: Mit Zeropadding auf dyadische Linge erweiterte Tangentenwinkelfunktion. Unten: Sta-
tiondre Wavelet-Transformation der Tangentenwinkelfunktion mit skalenweiser Darstellung der
Koeffizienten. Die kleinste Skala (a = 1, oben) enthélt die feinsten Details des Signals.

Eine weitere Verfialschung von berechneten Koeffizienten erfolgt durch das in Kapitel 3.1.3 genannte
Cycling. Wird das Signal wieder synthetisiert ohne eine Filterung vorzunehmen, ist dieser Effekt nicht
zu beachten. Wird aber gefiltert und dann riicktransformiert, werden die Randwerte des urspriinglichen
Signals stirker verdndert als durch die Filterung bezweckt. Die Randverzerrungen durch Cycling sind

skalenabhingig, d.h. verkniipft mit der Linge des skalenabhingig dilatierten Wavelets.
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Abbildung 3.13: Stationire Transformation mit dem Haar-Wavelet und Berechnung der Koeffizienten der ersten
und zweiten Skala.

Der Effekt ist speziell fiir das Haar Wavelet in der Abbildung 3.13 dargestellt. Dort ist zu sehen, da§3 sich
fiir die erste Skala der letzte (unterste) Koeffizient aus einem echten Signalwert und einem zusétzlichen
Signalwert berechnet. Die zusétzlichen Signalwerte werden durch das periodische Anhingen des Signals
an sich selbst (Cycling) erhalten. (Im Bild werden die angehangenen Werte mit einem unterbrochenem
Kreiszeichen dargestellt.) Der letzte berechnete Koeffizient der ersten Skala ist ein verfélschter Koeffi-
zient. Das Gleiche gilt fiir die zweite Skala. Da sich aber die Filterbreite vergroB3ert hat, steigt auch die
Anzahl der verfilschten Koeffizienten. Fiir das Haar-Wavelet ergibt sich die Anzahl solcher fehlerhaften
Werte in Abhingigkeit von der Skala k zu:

we, (k)Haar =2k 1. (3.28)

Dies hat zur Folge, daf} in der hochsten Skala (grobste Details) nur noch ein Koeffizient richtig berechnet

wird.

An welcher Stelle dieser Effekt auftaucht, also am linken oder rechten Rand des synthetisierten Signals,
hingt vom benutzten Programm ab. MATLAB bietet zwei Moglichkeiten um Wavelet-Transformationen
durchzufiihren. Die “Wavelet Toolbox* von MathWorks beginnt bei der Faltung mit den ersten Werten
von Signalwertvektor und Haar-Filtervektor. Die verfalschten Koeffizienten treten am Ende auf, wie es in
der Abbildung 3.13 dargestellt ist. Hingegen wird beim Programmmodul ‘“WaveLab* der Stanford Uni-
versity der Wavelet-Filtervektor am Anfang gegen den Signalwertvektor verschoben. Es wird zu Beginn
das erste Element des Signalvektors mit dem letzten Element des Filtervektors gefaltet. Der Randeffekt
durch Cycling tritt somit am Anfang des gefilterten und zuriicktransformierten Signals auf. Wird Wa-
veLab fiir die Umsetzung der Stationdren WT benutzt, dann gibt es eine Verzerrung der Randwerte am
Anfang durch Cycling und am Ende des Signalvektors durch Zeropadding. Bei der Wavelet Toolbox sind

die Verzerrungen nur am Ende vorzufinden.

Anmerkung:
Die obigen Aussagen zur Randverzerrung gelten nur fiir das Haar-Wavelet. Tests mit dem Daubechies?2

(Daubechies4) 3 - Wavelet, welches in der ersten Skala 4 Filterkoeffizienten besitzt, haben in der Ablage

3Die Daubechies Waveletfamilie wird in der Literatur nicht einheitlich numeriert. So entspricht das Daubechies2 z. B. dem
Haar-Wavelet (dbl) und das Daubechies4 dem Daubechies2 (db2)
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der verfilschten Koeffizienten zum Teil andere Ergebnisse hervorgerufen. Wird WaveLab zur Realisie-
rung der WT verwendet, so ist hierfiir der Artikel [Beyer, 2002] zu empfehlen.

3.3 Ableitbare KenngroBen aus der mit Wavelets geglatteten Linie

Im Gegensatz zur Linienglattung mit Tafus beruht die Glittung mit Snakes nicht auf der Filterung der
Tangentenwinkelfunktion (TWF), sondern auf der Glittung der Koordinaten. Demzufolge ist eine Steue-
rung der Snakes durch Vergleich der DurchlaBBcharakteristik mit der Wavelet-Filterung nicht méglich und
muf} durch einen anderen Ansatz erfolgen. Eine Variante besteht darin, mit dem Snakes-Algorithmus nur
gering und dafiir iterativ zu glétten. Die Definition sinnvoller KenngréBen liefert einerseits Abbruchwerte
fiir die Iteration und gewdhrleistet andererseits die Vergleichbarkeit zur Glittung der TWF mit Wavelets.

Bereits in der Aufgabenstellung der Diplomarbeit werden Vorschlége fiir solche Parameter gemacht.

3.3.1 Die Linienlange

Als ein Vergleichs- und Abbruchparameter bietet sich die Linge der zu gléittenden Linie an. Hierfiir

konnen verschiedene Linienldngen definiert werden.

D 1. Bekanntlich besteht die digitalisierte Linie aus einer Folge von n Punkten (x;,y;). Die erste Moglich-
keit ist die Berechnung der Polygonzuglinge aus der Summation der Strecken zwischen den Punk-

ten:

n—1
Ipe =) si mit: i = \/(xi+1 —x;)2 + (Vie1 —yi)% (3.29)
i=1

D 2. Da der Polygonzug ein natiirliches Objekt abbilden soll, ist diese diskretisierte Linienform im
Vergleich zur stetigen Linge in der Natur immer zu kurz. Es wurden daher von [Bethge, 1994]
zwei weitere Linienldngen vorgeschlagen, welche die reale Linge besser wiedergeben. Die erste

Lange g4 wurde aus der Kreisbogenapproximation hergeleitet:

ZNAN I = (At A\
lKA:st[Slnc(T)] +;si- sinc — 1

. (3.30)
|: . (A(Pnl):|
+Spn_1|sinc s
' 2
mit:
Sii+l = \/(Xi+1 — %)+ (Vi1 —i)%,

(3.3

AQ; = arctanw — arctanw.

Xipl — X Xi — Xi—1
D 3. Die zweite Linienldnge /.4 basiert auf der stochastisch geometrische Approximation:

n—1 1 n—1 5 -1
Loa =) Asi|1 — ———= A@; . 3.32
sgA l:Z] Si 24(1’[—2) l:ZZ( (Pl) ( )
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3.3.2 ABLEITBARE KENNGROSSEN: SKALENENERGIE

Ist die Linie dquidistant digitalisiert, dann sind die beiden Linienldngen-Approximationen nur noch von
der Anderung des Tangentenwinkels A@; abhingig. Speziell die Formel (3.32) enthilt die Kriimmungs-
varianz der Linie.

Die geglitteten Punkte ergeben sich aus der neu berechneten Linie mit (x,y) = f(s,®). @ ist hierbei die
geglittete TWF nach der Riicktransformation aus dem Wavelet-Bereich. Die Polygonzuglinge (D 1.) ist
nicht von ¢ abhidngig und kann fiir ein eine konstante Bogenlidnge nicht als vergleichende Kenngrofie

benutzt werden.

3.3.2 Die Skalenenergie

Ein weiterer Parameter ist die Skalenenergie des wavelettransformierten Signals. Sie berechnet sich in

Abhingigkeit von der Skala a fiir die kontinuierliche eindimensionale WT nach der Formel:

SE(a) = /R Ly f(a,b)|* db, (3.33)

und diskret zu:
SE(a) =Y |whki(a)|*. (3.34)
k

Die Berechnung der GroBe erfolgte im Programm nicht direkt nach dem Nullsetzen der entsprechenden
Skalen. Stattdessen wird die gefilterte TWF nochmals in den Wavelet-Bereich transformiert und dann
die Skalenenergie berechnet. Im Unterschied zur vorigen Variante ist die Skalenenergie der gefilterten
Skalen nicht mehr Null. Der Plot eines solchen Skalenenergiespektrums fiir die verschiedenen Skalenfil-

terstufen ist im Bild 3.14 zu sehen.
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Abbildung 3.14: Skalenenergiespektrum fiir verschiedene Skalenfilterstufen.
Die Filterstufen verlaufen vom Spektrum der ungefilterten TWF der Linie (erste Zeile) bis zu
der am stérksten geglitteten TWF (unten). Die hohen Skalen (rechts) haben eine grof3e Energie,
da sie die groben Details (Approximationen) enthalten.

Die durch Snakes geglittete Linie miiite normalerweise wieder in den Wavelet-Bereich iiberfiihrt wer-
den, um die Skalenenergie als Abbruchparameter anwenden zu konnen. Alternativ kann aber versucht
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werden, das Verhiltnis der Summe der Skalenenergie aller Skalen Esg =Y, SE(a) vor der Filterung
und nach der Filterung zu bilden und dieses mit dem Verhiltnis der Kriimmungsenergien E; = ¥; ||

vorher und nachher gleichzusetzen.

3.3.3 Varianz der Richtungswinkel und der Krimmung

Ebenfalls als Steuerparameter wurde die Varianz der Richtungswinkel und die Varianz der Kriimmung
vorgeschlagen. Die Varianz der Richtungswinkel G(Zp berechnet sich aus der Tangentenwinkelfunktion @

folgendermalien:

1
Gp=—=) (9—9)°, (3.35)

n—1
mit dem Erwartungs- bzw. Mittelwert @. Fiir die periodischen Winkelfunktionen ist der Mittelwert mit

Null anzusetzen und es ergibt sich:
1

n—1

2 _
Op =

Y o (3.36)

Da sich der Richtungswinkel aus den Koordinaten (x,y) des rechtwinkligen Koordinatensystems berech-
net und die metrische Lagerelation zwischen Linie und Koordinatensystem (speziell in der Geodésie)
nicht als fest betrachtet werden kann, ist die Varianz der Richtungswinkel abhéngig vom Koordinaten-
system. Hat die Linie eine nordliche Orientierung, ist der Betrag des Richtungswinkels etwa 7. Lauft
sie dagegen nach Osten, so erhilt man Winkel um Null. Die Varianz der Richtungswinkel ist sehr unter-
schiedlich, auch wenn beide Linien gleichméaBig glatt verlaufen.

Um diesen Nachteil zu beseitigen, ist es besser die Relation zwischen den Richtungswinkeln zu ver-
wenden. Das vom Koordinatensystem unabhiingige Verhéltnis der Richtungswinkel zueinander wird als

Kriimmung ¢ bezeichnet. Sie berechnet sich wie bereits in Formel (3.31) angegeben mit:

¢ = @;+1 — @; = arctan Yirl 70 arctan M 3.37)
Xit+1 — X Xi — Xi—1
Die Berechnung der Kriimmungsvarianz erfolgt iiber:
2= Yy (3.38)
¢ n-1 ) '

Dies kann fiir eine gefilterte Linie auf drei Wegen erfolgen. Zum einen kann die Varianz aus der riick-
transformierten geglitteten TWF berechneten werden (E [.). Zum anderen existiert eine Berechnungs-
moglichkeit direkt aus den amplituden- und phasenkorrigierten Wavelet-Koeffizienten (E 2.). Bei der Be-
rechnung der Varianz sind die in Kapitel 3.2.3 gemachten Aussagen zur Verfilschung der Koeffizienten
bzw. der Randwerte zu beachten. Um noch eine Vergleichsmoglichkeit zu haben, lassen sich mit Hilfe der
bereits berechneten DurchlaB3charakteristiken der Skalensperre im Ortsbereich dquivalente Filte